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Dans un article récent — « De Kepler a Hooke d@s@omplexes » [1] — nous avons
etudié une forme de transmutation de la force newtme, proportionnelle a l'inverse du
carré de la distance du centre de force a un mehilene force de Hooke proportionnelle a la
distance d’'un autre centre de force a ce méme mdbétte relation privilégiée entre les deux
systemes de Kepler et de Hooke, dont l'effet les@urprenant est le déplacement possible
sur la méme orbite elliptique de deux mobiles sauatix deux types de forces, traduit leur
dualité. Cette propriété, qui concerne d’autrespteside forces, peut étre étudiée avec la
géomeétrie pure sur les traces de Newton, mais aussiles transformations conformes.

Nous présentons en particulier I'action de la gfarmation de Bohlin e@"? sur le
systeme de Kepler et nous rappelons la solutiaginalie de Needham qui se refuse a faire
intervenir directement le temps dans sa démarcbhas En profitons pour mettre en évidence
les liens étroits entre les deux systemes mécasiger montrant notamment que la
conservation du tenseur de Fradkin-Jauch-Hill desdcillateur harmonique est une
conséquence de la conservation du vecteur LaplaogdiLenz dans le champ newtonien.
Nous donnons enfin un exemple d’application en miéce quantique avec le probleme de
Coulomb en deux dimensions.

1.RESOLUTION DU PROBLEME DE KEPLER AVEC LES COMPLEXES

Apres la découverte des trois lois de Kepler sumbuvement des planétes, au tout
début duxvii ®™siecle, il fallait, dans un premier temps, troulzeforce centrale qui s’exerce
sur chacune d’entre elles. C’est le « problemectiisede Kepler, résolu par Newton a travers
différentesPropositionsdes Principia [2], notamment laProposition VIl du Livre 111 qui
énonce la loi de la gravitation universelle.

Puis le «probleme inverse », c'est-a-dire retesula loi des ellipses et plus
généralement des coniques en partant de la fonteateenewtonienne, s’est ensuite posé. De
nombreuses démonstrations [3] de ce probléme, lésnplus anciennes datent aui *™®
siecle, ont été établies en faisant appel aux gé@ms@ure et analytique. Dans une période
plus récente, certains auteurs [4] ont utilisé desnplexes. C’est la solution que nous
reprenons parce qu’elle va faciliter l'introductide transformations conformes.

1.1.Les éléments du probleme

On considére une particule matéridte de massen, soumise a I'action d’une force
centrale attractivég, proportionnelle a I'inverse du carré de la distadu centre de force
au mobile. On sait qu'un tel mouvement a accél@natientrale est plan car le moment
angulaire du point mobile est constant.

Le mouvement est étudié par rapport a un repdrmormé direct §',i,j,k) de la
figure 1 ou §j,j,k) de la figure 2. Les ax&¥x etS'’y (ou Sx etSy), de vecteurs unitairesetj,



sont situés dans le plaR)( Le pointPx est aussi repéré par ses coordonnées pojaiets
'angle (S'x,S’Px) = € appelé anomalie vraie en astronomie.

S’Px étant le rayon vecteur et le vecteur vitesse instantanée Bn le moment
angulaire, perpendiculaire B)( est égal a :

Ck =S'Px x v =Cy.k = (x.y- V. X)k = p?.6.k = constante (1)
en précisant que nous ne considererons que lesemmnis pour lesquels cette constante est
positive, les résultats lorsqu’elle est négativeléguisant facilement de ceux obtenus dans le

cas contraire.

L’aire balayée par le rayon vecteur pendant livade de tempsit étant égale a :

dAzépz.dH =—; G .dt, Ck est aussi appelée la constante des aires.

Dans le plan complexe associé au reper®,,jj, le rayon vecteur
S'P (t) = x(t).i+ y(t).] et le point mobild>« ont la méme affixe, fonction du temps

z(t)= XD+ iy()=p(1).e°" (2)

De méme, dans l'espace des vitesses, au vectéessei instantanég en Py,
correspond l'affixe :

z(t) = () + . y(t) qui est aussi I'affixe du point appartenant a I’'hodographe
(H) du mouvement et défini p&'V =v.

1.2.L’équation du mouvement et sa résolution

: 1
L’expression complexe de la force centrale-gn est de la forme :
P

z . : R .
Fe. :—kK.mW , le signe — exprimant son caractere attractiéclBons que par la
suite, nous ne considérerons que des forces atgact

La relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
{.0

m.'z=—l$<.m|zi|35—l§.mp—2 3)

Le moment angulaire (1), intégrale premiere du veawent, nous permet de remplacer

p° parc—gK dans I'équation (3). On obtient alors :

2+—X % 6=0, relation dont I'intégration est immédiate :
K

K
z=i(=X-e%+ 4
( c. h (4)
h = h; +i.h, étant une constante d’intégration complexe.



On retrouve ainsi 'équation de I'hodographe + i.h :E—K (5)
K
Le développement de I'équation (4) nous donne :

X+ i.y=é—"(i.cost9— sird }ih, —h,, d’'ol I'on déduit les composantes de la vitesse :
K

. K¢ ._k

x=-—Xsin@d- et =X cosf+ 6
c. h, y=e, h (6)

Si I'on substitue ces expressions dans I'équdtidnon obtient :

p(é—K+hl.cosé?+ h, .sirg F G (7)

K
qui est I'équation d’une ellipse dont le périh@gt dans la directioring,hy).

Si nous considérons le cas ou la constdnest réelleou encoreh, = 0, ce qui
implique que la direction du grand axe de l'elligsdt celle de I'axe&s’x, I'équation (7) nous
donne :

2
k_Kp+f‘&.x:q< ou p:& (8)
C 1+hli'<c'<cos6?

K

On reconnait la, I'équation classique d’'une edifSr) de grand axe porté p&ix, de
la forme :
_ P . _CZ2 . ., Cy
=~ avec le paramétre = et 'excentricitée =| h| =< (9)
1+e.cod Ki Ki

On en déduit les expressions des axes :

- P _ CK2 = - =
a_l—ez_lg((l—é)’b a/l-€ etc=ea (10)

On peut, des maintenant, distinguer les deux eafgdres, correspondant aux deux
foyers de l'ellipse :
> 1.2.1.La constanté; est négative ep =P
1-e.co¥

La représentation polaire de la trajectoire a dpoar pble le foyer gauché’
confondu avec le centre de for8g(cf. figure 1).

> 1.2.2.La constantd, est positive ejpo = P .
1+e.cod
La représentation polaire de la trajectoire ardle le foyer droif confondu
avec le centre de for@(cf. figure 2).
AVERTISSEMENT
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1.3. Le moment angulaire et les conditions initiake

Le moment angulaire est déterminé par les comditimitiales. Nous choisissons
comme instant initial = O, I'instant du passage &g enA.

At =0, puisquég= 0, les composantes de la vite¥ge= Vax sont égales a :

X, = X(@=0)=0 etV est perpendiculaire a I'axe des

yAsy(H:O)stKs\{)K=é—K+q et, suivant le signe de :
K
> hl:VOK—é—K<O et Ci'=S AV, =(ar gV ou
K
K
> h = Vi —C—K>O et Ce =SAXV =(a ¢V (11)

K

avecVok > 0, puisqu’on ne considéere que les mouvements lpsguels le moment angulaire
est positif.

2. LA TRANSMUTATION DE LA FORCE
2.1.La transformation de la trajectoire

Dans l'article [1] rappelé en introduction, nousas montré comment la trajectoire
elliptique Cr) d’'un point matérielPx, animé d’'un mouvement képlérien autour du centre
attractif S confondu avec un foyer, peut aussi étre parcopeueun autre point mobilBy
soumis a une force centrale attractive de ce@treonfondu avec le centre de l'ellipse et
proportionnelle a la distance du centre au mobdsta-direOPy.

Cette forme de transmutation de la force de gativit Fx proportionnelle /SR en
la force de Hookd-y proportionnelle aOPy se démontre géométriquement a partir des
Corollaires 2et 3 de laProposition VildesPrincipia de Newton. Elle est confirmée par le
calcul induit par un changement d’échelle de teayes 'introduction d’un temps fictif.

Mais il existe une autre possibilité pour allerlddoi de Kepler a la loi de Hooke. I
s’agit de la transformation conforme définie pard@tionw= f(2)= f(P) = 312 (12)

qui fait passer du plan complexe des= x+ i.y=,o.é'6 au plan complexe des
wW=u+iv= r.e"d.

Dans les deux cas de figures (1 et 2), nous dsuiss le repére orthonorrdé plan
des w confondu avec celui du plan des Par la relation (12) de définition de la
transformation, nous obtenons les relations :

X+iy=(U+iv)2doux=u?-Vety=2uyv (13)

De méme p=r’etd=20 (14)



Appliquées a I'équation (8), elles nous donnent :
S - V)= G (15)
K

qui est I'équation de la transform@e'1) ou (Et) de la trajectoire de Kepler dans le plan des
w. Sachant, d’apres (9), que :

. Lo , . L
> si la constantdn; est négative (cas de figure 1), elle est egdr[e:ac—'( e.

K
2

L’équation (15) devient u*(1- e)+ V*(1+ = i'( ou encore, en divisant p{t—e?)
K

@V CP

et avec (10), + = =a et I'équation d€E’) s’écrit :
10 o' ime k- §) d &
2 2
I | (16)
at+c a-c

La transformée de la trajectoir€ dans le plan dew est donc une ellipseE(y)
centrée a l'originé&’ et d’axesa’ = v/a+c etb’ = va—-c portés paBSuetSv.

> sihy est positive (cas de figure 2), aldis= +é—" e et 'équation d€Ey) :

K
2
uwo,v o (17)
a—-Cc atcC

La transformée de la trajectoir€§ dans le plan dew est donc une ellipseEf)
centrée a l'originS et d’'axesa’ = va+c etb’ = vJa-c portés paBvetSu.

Nous remarquons que les ellipg&sy) et (Et) centrées e’ et S sont les « racines
carrées » de l'ellipse de foyeBsetS. Ce qui est conforme a un résultat d’Arnold (Claiiod
1-Théoréme 1-Annexe 1 de [7]) : « Toute ellipsdader O est le carré d’'une ellipse (unique)
de centre O. »

2.2.La transformation étudiée et le temps

L’affixe (2) de Pk, animée d’'un mouvement de Kepler sur l'ellipg&)( est une
fonction du tempd. Nous allons montrer que la transform@e;) ou (Er) dans le plan
complexe desv, est la trajectoire d’'une particuRy soumise a une force de Hooke et dont
I'affixe

w(temp3= ¢ temps . (v temps ( r terppS ‘@™ (18)
est une fonction deemps

Nous avons déja défini par (1) le moment anguldé® :

Ck = Crk = (x.y- y.x)k = p2.0.k. Dans le plan desw, la grandeur
équivalente a pour expressiog,;, = r20.



2
mddvv(zr) :%\/_z rr[%| f—T—QJ dans laquelle nous reconnaissons I'expression de
r

I'énergie de la particule : Ex = Ec + Ep, Somme constante des énergies C|net+gm| 42

: k
et potentielle-m-—=- .

k:
Nous savons que [1,5] :
. , k,..m . .
I'énergie E, =- ; , le moment angulair€« = wg.a.bh wg étant la valeur moyenne dans le
a

temps de la vitesse angulaireRleet la constant& = wy’.a>. De méme k, = w,?, relation
qui va nous étre immédiatement utile.

D’ou, la nouvelle forme de I'équation du mouvemedn} étant I'expression complexe
de la force de Hooke :

d*wr) _ 2 Kk . . .
F, =m =— .E .Wr)=—m—%— wr) =-mk,.wW7), ui est I'équation
0= Moo = BeWn) = - m e W) =-mk, ), g q
d’'un mouvement elliptique harmonique de constdqnte Kkga (22)
On en déduit I'intensité d&, : F, = —% E, W) (23)

Il y a donc bien eu, par la transformation confemr= z%, transformation de la force
de Kepler en force de Hooke.

2.3. Le choix de la constant&

Des choix de la constankg qui different selon les auteurs, dépendentet donc la
période de révolutioy dePy sur 'image(E’y) ou(Er) de l'orbite dePk.

Si nous choisissons la constalitégale &, nous constatons que :

2 k

ky =’ =% =w? et oy - wk Cest-a-dire que les vitesses angulaires

Q

moyennes déy et P su
égales.

=

(E'7) ou (Ey) et (Cy) et les périodes de révolutidn et Tx sont

Dans ce cas, on en déeduiC;, :&=%—'ab:%.b. Ce que l'on peut verifier en
a a

considérant le mouvement harmonique elliptiquePRgesur (E'r) ou (Er) pour lequel le
moment angulaire [1,5] :

C,=w,ab=agvatce/a c=w,.L

De méme, si la constante est choisie égale a 1, alo@ = Ck et wy = a.wk OU
T, =aT,.
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géométriqguement dans RropositionVIl que cette force est proportlonnellea— Et

SP.OF

dans leCorollaire 1, placant le poinEenS, = O c’est-a-dire prenar&P= OP, il arrive a :

o 1 _ 1
(C-Fp- Sin o

Si, comme Chandrasekhar [11], on considére ungi&i®e force centripéte attractive
en 1p°, de centreS, situé commeS; sur la circonférence du cercle, on peut démonérer

CF)s _FH_ 6P

relation: ——==—-1~>-<"—_ Ce qui signifie que la méme orbite peut étre @ance
(CF), F, (8P°

par un deuxiéme mobile soumis & la force en dé centreS,. La force en %P est diteauto-

duale pour un mouvement sur le cercle.

Sur la figure 3, les points représentatifs des dia forces auto-duales (-5,-5) et (-1,-1),
se trouvent a 'intersection du grapheNle f(n) et de la droitéN = n.

3. LA DEMONSTRATION ORIGINALE DE NEEDHAM

Apres avoir constaté, comme nous l'avons fait plasgt, qu’il est impossible que les
moments angulaires des mobileg et Py soient tous les deux constants, Needham [9-10]
trouve «curieux» que la forde soit caractérisée par une équation différentigtaporelle
telle que (3) et qu'il soit nécessaire d'introduine temps fictif. Il a donc cherché une autre
démonstration qui évite toute référence directdemps et ne s’intéresse qu’a la géométrie
des orbites.

3.1. La géométrie de la force centrale
3.1.1. Rappel de quelques définitions géomeétriquekd]

Nous considérons une particke(cf. figure 5) de masse, se déplagant sur une
courbe C) paramétrée réguliere £> P(t)) sous I'action d’'une force centrafe de centres

. . . . . o dP
S(t) étant I'abscisse curviligne pour une orientagbmne origine fixee, le vectemr:d— est
S

unitaire et tangent a la trajectoire.

En dérivant ||t||2=t.t—1 par rapport as, on obtient : ZtE—O dt est donc

ds ds
orthogonal & et, par suite, colinéaire au vecteur unitairdirectement orthogonaltaOn sait
gue le repére orthonormée direBy({).t,n) est le repére de Frenet.

. . t L
Le réelx, fonction det ou des, tel quej— = x.n est la courbure algébrique EXt).
S

Son inverseR(t) = 1 est le rayon de courbure algébriquePgt). Le pointQ(t), défini par la
K

relation P2 =x.n, est le centre de courbure B(t) et le cercle Ccoy) de rayonR(t) et de
centreQ(t) est le cercle de courbure en ce méme point.

@) (C.F.) signifie, selon la notation de Chandrasekhar c&&@entrale de centre S.
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F=-2"-E..r (36)

Il s’agit bien d’une force de Hooke. Si on choiéi= a, alors d’aprés (19) € :% et

Th
1]

—-— E,.r, relation identique a I'expression (23) apres ax@mplacé para.

4. DU VECTEUR DE LAPLACE-RUNGE-LENZ (LRL) AU TENSEU R DE FRADKIN-
JAUCH-HILL (OU LAPLACE) avec la transformation de Bohlin= 7

Rappelons tout d’abord les expressions des érsdfgiet E; des mobiles de Kepler
((17) de [1]) et de Hooke ((43) de [1]) X

m| z{ | | m-X, dans le plan complexe des (31)
et EH :—m| \'/\k2 +— mi | \ﬁ dans le plan complexe des (32)
K1d
D’ apres (20) a —Ewa
et =02 _K 1 d(wW)_ K Y% gou |7 = < (33)
dt 2 w® dt |\,\4 W
Ex peut donc s’écrire :
E, == ke |W|
20 i’ IV%
On tire de I'équation (22) du mouvement de Hookg = —%E—r; (34)

Il en résulte, d’aprés (32), que :

E, == M |W1 E== m|vq |W| ( szM ]son
20w
En =%ml§< ou encore k, = KzE—mH (35)

Nous avons établi [1] I'expression du vecteur tRLAz—kK.mﬁ+vx L dont
Yo,

I'affixe, qui est une constante, s’écridg = —i.L.z-k,.m— (36)

Or,d’aprés(18)de[1]:L:?r?(i.'z—*zaetﬁt:— (z2-22) k mt ||

En utilisant les relations (33) et (35), on arrive

A= Kzr;( m ] KZMZEHetaveclexpressmn (32) & :
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u,x
Figure 6. Les positions successives de
Pk sur(Cy) et leurs images s(Er).
TABLEAU précisant les divers éléments de la figure 6.
t 0 T/4 Tk/2 3Tk/4 Tk 5T/4 3Tk/2 1Tl | 2Tk
tens 0 4 8 12 16 20 24 28 32
Pk A B A B’ A B A’ B’ A
z(t) a-c -c+i.b| -(atc)| -c-i.b a-c -cti.bh -(at+c) | -c-i.b a-c
PH Be B: Ag B, B'e Bs Ae B4 Be
we) | Ja-c | P wg | ivate | W | —Ja-c | P wg | -iva+e | Pw, | Va-c
T 0 TH/4 TH/2 3T|-|/4 TH
7€ens 0 4 8 12 16
K=a
Tens 0 2/3 4/3 2 8/3

K=1




19

(1) Affixes des point$, By, B; etB, calculées avec les relations (13) :

W, = a—c+i b ou Wy, = b +i arc etw, =-w, ;
57V 2 T 2@-o  * J2@+o V2 BT e
. |at+cC

a-c . b b
W, =—] +i ouw, =- +i
& 2 J2(@-c) = J2(a+c) 2

et Wy =-W, .

Complémentssur le tableau :

Ligne 1 : temps de passagaux points considérés, en fonction de la périaetdolutionT.
Ligne 2 : temps de passapaux points considérés en secondes, la vitessdaaggmoyenne

dePx étant prise egale @), = grad /s.

Ligne 3 : positions successives®esur(Cy).

Ligne 4 : affixes des points considérés dans le ptanplexe deg associé au repe(8j,j).
Ligne 5 : images des positions lele considérées sur I'ellipg&r), image d€Cy).

Ligne 6 : affixes de ces images dans le plan coxepliesw, associé au reper®y,0v). Ces
affixes sont calculées avec la relation de Bohlin=z2

Ligne 7 : temps de passag&ux points considérés, en fonction de la périogleésrolution
Th. La constant& est prise égalea(voir le paragraphe 2.3.) pour gug = wk.

Ligne 8 : valeurs du temps fictifen secondes, la constakt&tant prise égalea= 6 u. (voir
le paragraphe 2.3.) pour que = wk.

Ligne 9 : valeurs du temps fictif en secondes, la constamtetant prise égale a 1 (voir le
paragraphe 2.3.) pour qig - Tx/a.

Pk doit bien effectuer deux révolutions complétes (§i) pour quePy en fasse une
sur (Ey).



