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INTRODUCTION

Dans un article récent [1], nous avons présergggsaavoir repris dans le détail la
solution de Richard Feynman, une deuxiéme solug@ométrique au probléme inverse de
Kepler.

Nous proposons une reprise de cette deuxiemee gtis la forme d’un « parcours »
en Mécanique classique qui, partant de I’hodografine mouvement de Kepler nous ameéne,
grace a une succession de transformations, a Igragbe d’'un mouvement de Hooke,
I'ensemble étant accompagné algébriquement pastidion complexe que I'on sait trés bien
adaptée a la représentation des transformatiomagéques.

1. LE PROBLEME INVERSE

Le mouvement des planetes autour du soleil a'éé des préoccupations majeures
de Newton. Disposant des trois lois que Keplertadaiblies a partir des mesures de Tycho
Brahe, il commenga donc par rechercher la loi deefocentrale qui régit le systeme
planétaire. Selon la terminologie ancienne, en edguauxviil °"° siécle, il s’agissait la de
résoudre le probléme de Kepledirect ». C’est ainsi que plusieurs Propositions du Lilrre
des Principia [2], marquent les différentes phagesonduisent a I'énoncé de la loi de force
centrale eri/r’,

Le probléeme dnverse», c’est évidemment retrouver la loi des ellipsgsplus
généralement des coniques, en partant de la Ifiirde centrale ed/r’. Entreprise beaucoup
plus difficile car elle oblige a partir de la natithéorique de loi de force pour construire la
trajectoire, alors que le probléme direct se traiteraisonnant sur un objet géométrique
connu.

Nous ne reviendrons pas sur les réponses de Negtonont donné lieu a
d'innombrables débats. Nous rappellerons simplerf@gsnhoms de quelques savants associés
aux solutions analytiques : Alexis Claude Clairgut fut le premier en utilisant le calcul
différentiel de Leibniz, puis Binet, Lagrange...

2. LES DEMONSTRATIONS GEOMETRIQUES

Nous l'avons déja dit, deux solutions géométrigaasprobleme inverse viennent
d’étre présentées [1]. Toutes les deux passentmparpremiére construction géométrique :
celle du diagramme des vitesses ou hodogréighqui est le lieu des extrémités des vecteurs
€gaux aux vecteurs vitesse instantanée et ayamtguigine commune un poir®’ intitulé
origine de I'hodographe. On retrouve ainsi un riég@tabli par William Rowan Hamilton qui
fut le premier a montrer que dans le cas de lafoentrale newtonienne, I’hodographe est un
cercle (dont le centre sera nQg).
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Il est également démontré en méme temps, que desiiion deO’ par rapport au
diagramme des vitesq&l), dépendra la nature de la trajectoire.(Biest a I'intérieur du
cercle, elle sera elliptique, ce qui corresponenlsilr, au cas des planetes.

A partir de 13, les deux solutions étudiées déférpar la position du centre des forces
S Pour construire 'orbite, Feynman le fait coiraichvec le centr®y du diagramme des
vitesses : S= 0.

Dans le deuxiéme cas, il est placé®nl’origine de I'hodographe :
S=0.
Par la suite, nous n’utiliserons pour ce point kagpellationS.

Le mouvement a accélération centrale du point mehté, est étudié par rapport a un
repére orthonormé directS(7, j,k ) dont I'origine est erS Les axesSx et Sy, de vecteurs
unitairesi et j , sont situés dans le plan du mouvement. Le pRxrest aussi repéré par ses
coordonnées polairgset I'angle(Sx,SR) = @ appeléanomalie vraieen astronomie..

SR, = p. étant le rayon vecteur &t le vecteur vitesse instantanéeRxn on sait que
le moment angulaireest constant et perpendiculaire au plan du moumeme

C=SP xv=p20.k= Ck 1)
C étant une constante.

L'aire balayée dans I'ellipse par le rayon vecteeindant I'intervalle de tempuk est
égale a:

dA= %pz.dﬁ =—; C.dt. C’est pourgquoC est aussi appel@®nstante des aires

Il est facile de montrer [1] que la trajecto{fgr) se déduit de I’hodograpl{el) par le
produit de trois transformations géométriquesfigtire 1) :

. T T .
- une rotatlon%(S,—E), de centrSet d’angle—E radians, qui donne un cercle

(H’) de centréy ;

- linversion ASC), de centreS et de puissancg, qui donne la podair€Cp) de
I'orbite ;

- la construction de I'antipodaire d€p) qui donne la trajectoir€Cy).

C’est ainsi que les transformés du pairde I'hodograph€H) sont successivemevit
du cercle(H’), P, de la podairdCp) puis Pk de l'orbite (Cy) et dont la vitesse instantange

est égale BV.

AVERTISSEMENT
Les pages 4, 6, 7,9 a 11, 13, 14, 16 a 18, 23 sbat indisponibles. Contacter I'auteur.

Cet article a été publié dans Bup (Bulletin de I'Union des Professeurs de physiqtie e
chimie) n° 989 de décembre 2016.
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Figure 1. De I'hodograph€H) a la trajectoiréCy).

3. NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE EUCLIDIENNE

Considérons les points, B, M et M’ du plan complexé (voir figure 2), muni du
repére orthonormé dire($,i, ] ) = (Sx Sy).

Leurs affixes respectives étant notagls, z = x +i.yetz’ = x’ + iy’ :

a + b est I'affixe du vecteuSC= SA SI: v
b — a est I'affixe du vecteuAB= SB- S.. ’

Le conjugué de étant égal az = x— iy et Re et
Jm désignant les parties réelle et imaginaire d’'umime /
complexe : 1

x=.‘72e(z)=¥ ety::im(z):%. s ' ' ' X

Figure 2. Vecteurs d’affixes a, b...

Sachant que les produitszz.et z.z' sont égaux a :

2.7' = X+LY)X —iy)=xX +yy +i(-xy + xX.y) et
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22-%3.z z 2A=0 (6)
avec A=|z['-R réel et |[z|'-1=R>0.

Nous aurions pu aussi utiliser, comme précédemrtiéguation bien connue du
cercle :
X2 +y* —2ax —2b.y + ¢ =0, olic = a® + b’ - R? a etb étant les coordonnées
du centre et remplacgrety par leurs valeurs en fonction det Z .

Equations complexes des ellipses.

Le planP est muni d’'un deuxiéme repére orthonor(@i, Ov), le sommetO étant

situé surSx avec I'absciss&O = - c. Par rapport & ce dernier repére, les affdes points et
vecteurs seront not&s=u + i.v.

Nous ne considérerons que le cas particulier dlgobe (Cy) (cf. figure 3) de centred

et dont les axes focéhA’) et non foca(BB’) sont portés pa®u et Ov. Le grand axe a pour
longueurAA’ = 2a et le petit axeBB’ = 2b. L'un des deux foyerdsr, étant situé erg la
distance focale déCy) estSF’ = FF' = 2c avecc® = a® — b%.

Son équation par rapport a v . y
repére(Ou, Ov) est de la forme : ©p \

u2

A - 5 s

b2u?+ a2V = &1 / x

Par rapport au repereSx Sy), /
sachant quar = x + cetv =y, elle B’
s'ecrit : Figure 3. L’ellipse (Cy) et les reperes

(x+0)? Yy _ (Ouv) et (Sxy)
al +F B
ou encore : b%xC +ay* + d%.c.x-b* = 0.

Le remplacement de u et de v puisxdet dey par leurs valeurs en fonction de wwet
puisz et Z, nous donne enfin les équations complexe&qle:

2 2 2 12
dans le reperéOu, 0v) . w2+ W2 — 22 LWL g

2 2 0 (7-1)
2 2 2 4
dans le repéréSx Sy) : 2+72-22 ;b zZz- 4: ( Z-_)+% =0 (7-2)

4. DE L'HODOGRAPHE A LA TRAJECTOIRE AVEC LA
FORMULATION COMPLEXE

»  L’hodographe
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pourquoi, cette partie est présentée en Annexa lecture n’étant pas obligatoire pour une
bonne compréhension du reste de I'article.

L'équation trouvée a la fin de 'Annexe est ident a (7-2). Elle représente I'ellipse
(Cy) de centreD, de foyerS, de distance focalec et d’axe2a et 2h.

5. LE MOUVEMENT DE KEPLER du point matériel Py

Il ne nous parait pas utile de présenter une rileugude exhaustive du mouvement
de Kepler puisque I'on peut retrouver la plupart des réssilta concernant dans l'article de
Jean Sivardiere [4] « Comparaison entre le mouvetherkepler et le mouvement elliptique
harmonique » qui est I'une des nombreuses puldicatsur ce sujet. On pourra consulter
également, pour la formulation complexe, I'étuded® Yves Grandatt al

Nous ne rappellerons que quelques propriétéstéaisttjues de ce mouvement.

> L'orbite C

Nous sommes partis d’'une solution géométrique rbl@me « inverse », dont la
premiére étape a été la construction de I'hodogragiculaire(H). Trois transformations
géomeétriques nous ont ensuite ameneés a la trae ).

Les parametres d€r), qui dépendent des conditions initiales a traleronstante
et de I'hodographe avec le rayBn eto, déja établis [1], sont rappelés ci-apres :

les demi-axea etb et la distance focale ca= CZ'R* ;> b= ¢ c= (2:'5 5
Ry*-0 JR2 -3 R-0
2
Pexcentricité :e = £ -9 et le paramétrep = b_C (12)
a R, a R,
> L’équation du mouvement

La masse ponctuellm est soumise a la force newtonienne, centrale tedctive :
_ 57)
Fe =K. m—%- avecSR =p (13)
P
La relation fondamentale de la dynamique s’édatsa sous la forme complexe avec

8) :
Fe =—k .m Z(t)—mq(o- ey (14)

a. (t) = (1) etant 'accélération déx ou encore la dérivée secondezgmr rapport au
tempst.

> Les invariants du mouvement

L’énergie. Si nous multiplions les deux membres de I'équafiict) parz et les deux
membres de son équation conjuguée pgmuis additionnons, nous obtenons la relation :
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avec lanomalie moyenneM(t) = w.t.

La résolution de cette équation [6] donne I'anaenaekcentrique en fonction du temps
t c’est-a-dire finalement la position d& sur son orbite en fonction de Nous donnons,
figure 8 de ’'Annexe 2, un exemple de progression pour gev@ment.

L’'anomalie excentrique permet d’exprimer simpletenmodule de I'affixe du point
mobile. Conformément & (6) de [4]z]= p= a1- ecosr ). Or, en dérivant 'équation de

l-e.coxr . . R
Kepler, on trouvedt =—————da qui est donc aussi égal a :
w

dt= ﬂ da (27)
wa

expression qui va nous permettre de définir unevelteiéchelle de temps.

6. LA TRANSMUTATION DE LA FORCE

C’est Tristan Needham [7] qui a intitulé @orollaire 3 de laProposition VIl des
Principia, démontré géomeétriquement pagvidon « Transmutation de la force ».

> La démarche de Newtorj2, 8 et 9]

Apres avoir établi la loi des aires, Newton déiaamune expression générale de la
force centrale qui maintient un corps sur une erlgtielconque Rroposition V) et qu'il
utilise dans leCorollaire 2 de laProposition VIlpour exprimer la loi de force qui maintient
un corps en orbite circulaire, a partir d'un cemtesforce quelconque.

C’est ainsi que les deux forces de centest S (cf.
figure 5) qui maintiendraient sur la méme orbite circuld(®s,
avec la méme constante des aires et donc la ménmei@éle
corpsP, sont respectivement proportionnelles a :

1 1
Fo~—=—= et Fs~—=——=.
° OP’xPT ° SPx PV
La parallele aSP passant patO, coupant enG la
tangente AC) en P et T et V étant les points d’intersectiol
respectivement dOP et SP avec l'orbite, les triangleBTV et
OGP sont semblables. On en déduit [I'égalité c Y

¢ PT _OG tlat tatiorE > En o . Figure 5. Les deux centres
rapports v - oP et la transmutatiofrs —> Fo s’exprime 7 : o et

par :

nouvelle force_ F, _ SPx PV _ SPx PTx OP_ OP Si
ancienne force F;, OP’x PT® OFx PTx OG oG

(28)

Claude TERRIEN



15

dt=2 7 =120 g (33)
K = K

la constant& restant a déterminer.

2‘—' .
Dou: F, = mdd_OzP et avec la notation complexe(r) = u(z) + i.v(z) = r(z).e°?
r

étant l'affixe de OP dans le plan complexéOu,0V), la relation fondamentale de la
dynamique s’exprime sous la forme :

F, =ma, = mWr) (34)
a, (1) =W() étant 'accélération dBx ou encore la dérivée secondevdear
rapport au temps

Remarquons de plus, que d’aprés (8%)) = z(t) + c.

La vitesse d®y s’écrit alors :

t
v () =00 _ dwa)  dt_ dey [20] |Z(°| ou () = 2. 20 ”' (35)
dr dt dr dt K
( )|
) . . d(z(t) | t
L'accélérationa,, (7) = d W(ZT) = W) = dwr) X— |Z( )|
dr dr dt dr dt K
2
t d
—|Z|(<Z| Z(t) > (9. |Z(D| et en remplacantZ(t) par
2
t
son expression (14) |—é(%|><(—k,<. Z(t) = | z(t) |29  dont le deuxiéme
K | z(t)| K
terme correspond a une force complémentaire ddaitague le temps utilisé n’est pas absolu.
d|z
Il s’ensuit que a,, (1) = ( ke |Z((:))| |29). 4. | ()|) et avec la relation (25) on
parvient a : a, (1) ——(— 20 _ A)
a m
Si I'on choisit la constantk telle que :K? :al;—K =a’ et sachant que, suivant (24) :
a
A=Kk,.mealors a,(n=-()+ed=-a(L)+ ou encore
a, (1) =~/ W(7) (36)
qui est bien I'équation d’un oscillateur harmonigieecentre O et de constarke = «* .
t
Le changement d’échelle de tempdt:=Mdr nous a donc permis de confirmer,
a

par le calcul, la démonstration géométrique préatedee la transmutation de la force de
Kepler en force de Hooke.

Cette relation privilégiée entre ces deux systemmsconstitue en fait, qu'un cas
particulier de la dualité qui existe entre plusselais de forces centrales proportionnelles a la
eme

n-"" puissance de la distance du mobile au centre dm fet dont la plupart ont été
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8. DE L'ORBITE A L’'HODOGRAPHE DU MOUVEMENT DE HOOKE

Nous pourrions bien sir, établir dés maintenaguation de I’hodographe a partir de
I'expression de la vitesse (40). Nous resterongmeant dans la logique du parcours annonce
en introduction en considérant les transformatiggemétriques qui vont nous amener a
I’'hodographe en passant par la podaire de I'ellipgectoire par rapport au centre de forces.

La démonstration [1], rappelée au paragraphe Z2ekitive aux transformations
géométriques qui nous ont fait passer de I'hoddwrapla trajectoire de Kepler est applicable
au mouvement a accélération centrale de Hooke.edhdonc considérer des maintenant que
I'hodographe (Hy) se déduit de la trajectoire par le produit de strtiansformations
géometriques :

- la détermination de la podaipy) de l'orbite par rapport a son centre
géométrique ou se situe le centre de fof@es
- linversion KO,C), de centreO et de puissanc€, qui donnera une ellipse

(Hy') semblable a I'hodographe mais « tournée—djzé »

- une rotationf/Z(O,+7—2T), de centreO et dangle +7—2T radians, qui donnera

I’'hodographe.
> La podaire de l'orbite Cy
L’affixe du point courant de la trajectoire etd&ivée par rapportasont égales a :

W, = acoswr Hib.sinfz.
W, =W, =-wasin@r )+ iwb.cos@r. . L'affixe wp du point
courant de la podaire est donnée par I'expressiemgus établissons en Annexe 3 :

W _ 1w Wo-wo.W (47)

P
2 W',

En remplagantvo, W'o, W, et W', par leurs valeurs, on obtient :

_ ab[bcos@r )+ ia.singr )

W,
P alsin?(wr)+b?.cod 1)

(48)

Le calcul de l'équation de la podaire qui, a cadst de notre étude n’est pas
indispensable, nous sera d'une certaine utilité, seeait-ce que pour la représenter
graphiquement. En notabBtle dénominateur dep, on peut écrire les égalités :

2 . o .
W, + W, = 2ab .c[:)oséoz )et W, - W, = 2ia b;ln@)r) dou -

— \2 _ . 17 )\2 2 2
(et )" _co8 or) TS OE),_L (W-)' oy g =

Il en résulte que I'’équation de la podaire s’écrit
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o

_ C . .
- W, ou W,,. =— pour l'inversion{O,C) et
WP

=

- W, . OU W, =—i.w,. pour la rotation%(O,+%T).

On obtiendra donc I'affixe du point courant deokfographe avec la transformation :

: i o :
W, = LW, :—C appliquée avec I'expression (48)we
w
p
Le calcul conduit a :

W, =W, =-wasinr )+ iwb.cosfur. qui est bien laffixe du vecteur
vitesse. On peut évidemment déduire de cette esipre$équation dgHy). Mais on peut
aussi remplacer dans I'équation (49) de la podkEsaye et W, par :

_C _-iC _ _C _icC . L .
W,=—=——¢et W,=—=—. On arrive ainsi a la relation :
Wy Wy Wy Wy
4C? a+b _ 4d.Pw’

2 b2
W+ WP 22 al W WA
c? c

I'équation d’'une ellipse de centre O, d’axes égauxa et w.b et homothétique de I'ellipse
trajectoire(Cy).

=W+ W-2—5— ww =0 qui est
c

C2

CONCLUSION

Notre parcours entre les hodographes de KepleteeHooke nous a permis de
confirmer, a de nombreuses reprises, lintérét alendtation complexe. Nous avons pu
également entrer dans le détail de la transformatio probleme de Kepler en probléeme de
Hooke. Méme s'il existe d’autres paires de loiatees duales comme nous I'avons signalé,
cette transmutation n’en demeure pas moins asspéfitnte et mérite I'attention particuliére
gue nous lui avons accordée.
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La relation (A7) exprime que le poii, dont l'affixe est fonction deJ, est sur la
droite (Dg). Avec la formulation classique, en fonctionxgeetyw, elle s’écrit également :

f(xm,ym,6) = 0 (A8)

Les composantes du vectetr, orthogonal &Dg) et d'affixe B, =1+itgéd, sont
aussi egales B, etf'ym. On sait de plus, que les paramétres directeula tigente &Cr)

enM, sont : % et dyM.
dé dé

La droite(Dg) et la tangente en M qui ont en commun ce poins@&ont confondues

: R Lo : d d el
si elles ont la méme direction ou encore sif ';,, . My f " Do Or, la differentielle

d6 do

totale de (A8), par rapport@ est égalea f',,, .(ij—xg+ o .Z—MHVW f ', =0. Associée a la

relation précédente, on en déduit fv,=0 (A9)

Les fonctions inconnues, sont donc assujetties a vérifier, outre la refai&a6), la
condition (A9) qui s'écrit en fonction d& : f',(z,.%,.6)=0.

R . - 2b” tgd -
Le calcul def g conduit a: f'y,=-i(z, - Z,) F————— = 0. On en déduit :
? ? v Ja’ +b’tg’d
2ib*1gd 2a°

etde (A7)ontire: z,+7Z, =-2ct

2y~ Tt —— —
Ja2+bitg?d Ja?+bitg?d

(A10)

L’équation de(Cy) sera obtenue en éliminaigd de ces derniéres relations que I'on
peut présenter autrement :

Zy =2 _, 1 _ Lt Ht20
2ib*1960 @’ +btg%6 2
(zy-37),  4d
' (7, +% 20
_4a4(zM __4/1)2 — 4 %

. En élevant au carré, les® let 3™

rapports donnenttg?6 = et les 2™ et 3™ rapports :

2 — 2 — A -
a’(z, +7, +20°+ B(z + '%+2fx4b4(zM+_4,,+2c)2_ D'ou :
2
(20 +2,+20° - 5 (3, - %) =4 4 soit
a? +b? 4’

2. 2 4 _
z,"+7° -2 2 4""7“_7(';4- r%)‘*?:O-
On retrouve I'équation (7-2) qui représente Ik (Cy) de centreD, de foyerS de
distance focal@c et d’axex2a et 2b.
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ANNEXE 2

Comparaison de la progression, sur la méme ellipsen fonction des temgs
et 7, des pointdy et Py, animés d’un mouvement, respectivement de Kepler e
de Hooke.

Figure 8. Représentation des points mobiRgset Py sur une méme ellipse.

La vitesse angulaire moyenmeest prise égale@8 rad/s.

Les pointdV;, My, ... My, ... correspondent aux anomalies moyennes

Mp(t) = (OS,0OM) = n.n/8 rad.

Pour le mouvement de Kepler, les anomalies exceeis aux tempg, t, ... &, ... se
calculent [6] par la relation :

an(t)=Mn(t)+Z[g.Jn(ne]sin(na).t), les J, étant les fonctions de Bessel de
n

n=1
premiere espéece et d'ordre Les pointsMg, d’anomalies excentrique, donnent, en
abaissant les perpendiculaire®3 les pointk, (en bled correspondants sur la trajectoire.

Pour le mouvement de Hooke, nous savons que saies excentriques (46) sont
€gales aa =wr ou encore awMy(t). En abaissant des poinkg;, M, ... M,, ... les
perpendiculaires @x on obtient les pointBy, (en ver} correspondants sur l'orbite.

Pk et Py partent deA at = 0. On constate avdec1, Px2 ... que le mobile de Kepler

qui part plus vite que le mobile de Hooke est agirpar ce dernier au poiit conformément
aux vitesses représentéesfeB etA'.
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ANNEXE 3

Calcul de I'affixe du point courant de la podairede I'orbite par rapport a son
centre (cffigure 7).

Le point couranP de l'orbite (Cy) ayant pour affixe w=u+iv, le vecteur unitaire
t, tangent Cr) enPy d'affixe w, = u, +i.v,, a pour coordonnées :
f= ( u'y , Vo
\/u .02+ V.Oz \/u.02+ \/02
B = u'ptiv'y _ w

Jurev T

L'équation de la tangent@) enPy étant, d’apres (5) :

) et I'affixe de ce vecteur s’écrit :

B.W,+ [ W,+2c=0 on en déduitc= —%(En-% +[.W) et I'équation de(T):
B.w+ B W-(B,.w+L.W)=0.
Une perpendiculaire @) a pour vecteur directeur unitaire :

Vo U’
\/u I02+Vl02 \/UI02+ \/02
V' +iu'y _iw',

Ju'2+v' B wi|

La podaire (Cp) par rapport au poinD est le lieu des point®oy, pieds des
perpendiculaires menées @eaux tangentes @C1). D’ou I'équation deOPoy, normale A1)
et notégN) :

n=(

) dont I'affixe s’écrit :

G, =

Bw+ B .Ww+2c=0 et comme elle passe par O : ¢ = 0. On en déduit les points
de(N):
B,
t
Il en résulte qu’a l'intersection d&) et de(N) :

Gw. -3 2
P W [”n[,,t

W=

W, - (B..w, + 5. W = 0 d’ol I'affixe du pointPoy de la podaire :

_lwWi—w W
W =— —
2 w

0

expression identique a (47).
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