INTRODUCTION a 'ALGEBRE TENSORIELLE

PREMIERE PARTIE : algébre tensorielle affine

Cette étude ne prétend pas exposer la théorieatsgtirs dans toute sa genéralité. Il
s’agit d'une approche générale et simplifiée quirdé permettre une bonne compréhension
de leur utilisation et faciliter ainsi la pratiquau calcul tensoriel.

Les définitions et les propriétés des espacesonels, affines et euclidiens, sont
supposées connues.

Le domaine de cette étude

Soit E,un espace vectoriel, de dimension n finie et carisur le corps R
des réels.

Nous supposons, dans cette premiere partie Equst doté simplement
d’'une structureaffine. 1l comportera n axes de coordonnées ayant aiprior
chacun une unité particuliere. Les vecteurs étésigdes par des caracteres gras
et si @), aveci = 1, 2, ...n, est une base dg, le vecteuiX, de coordonnées
cartésienneg, s’écrira :X = Yi-; 41 X.8.

La longueur absolue du vectexime pourra pas étre définie puisqu’il n'y
aura aucune commune mesure entre les différentepasantes. La distance de
deux points ne pourra pas étre non plus mesurér'eSeque dans la deuxieme
partie de cette étude que nous considererons gesessvectorielsormés et
méme plus précisémeaeticlidiens

Convention d’Einstein

Chaque fois que dans un mondme figure une foisitign supérieure et
une fois en position inférieure le méme indice, dmit, sauf avis contraire,
sommer tous les monémes obtenus en donnant adieé itoutes les valeurs
possibles.

Le vecteuiX =Y., s,X.€, de coordonnées cartésienres’écrira donc :
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X =x.e.=e.X. Sous la forme matricielleX = (g).(xX) = '(X).(e), (&)
étant une matrice ligne et)une matrice colonne.

Quelgues rappels sur les changements de bases

Notation: pour une matric€a'), nous conviendrons que l'indice le plus
proche de la lettre, c’est-a-diredésigne le rang de la ligne. Il en résulte gse le
matrices uni-colonnes s’écriron{a;) ou (g) ou (&)... et les matrices uni-
lignes :(a;) ou(a’) ou(@’)...

La matrice transposée de la matrike= (a,-‘), obtenue par échange des
indices des lignes et des colonnes, sera natéda)). Pour la cohérence de ces
notations, on constate alors gu’il faut adopter amtee convention :

'(&') = (a}) ou encores; = &, pour tout coupldi,j), ce qui conserve la
position haute ou basse de chaque indice.

Les relations entre les vecteurs de chacune des bas

Soient €'j) et @) deux bases arbitraires &g En rapportant les vecteurs
de chacune des bases a l'autre base, on obtiezgssivement :

> pour lese’; en fonction des, avec lamatrice de passagé\ = (a‘j)
dont les éléments sont les composantes des vedeuasnouvelle bassur les
vecteurs de I'ancienne bastles matrices uni-lignesg’() et €;) :

€)) = (€).(@)) = (e;).A ou encore : e;=d.e=a'e;

> et en transposamvec les matrices colonnes;j et @) :

() =(a").(e) ='A.(e) qui peut aussi s'écrire €’; =a,.e = 4.6 ;
> enfin, pour les en fonction deg’; avec la matric® = ) :
(e;) = (€'y).(r) = (€’j).R qui peut aussi s’écrire g =rl.e’; =rl.e’.
»  Comme précédemment, en transposant :

(e) = (r).(e’;) ='R.(e’}) qui s’écrit également : g =r].e’, =r.e.

On démontre que les matricBset A sont forcément inverses l'une de
'autre et donc qué est une matrice réguliére, c’est-a-dire que sdardénant
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;| est différent de zéro. Nous préciserons ultérimerd les relations entre les
a; et lesr’;.

Les formules de changement de coordonnées

Soit X un vecteur arbitraire dg, de composanted par rapport a la base
(e) etx” par rapport a la base’y).

On a, en utilisant les expressions deste’; :
X = Xla = X’j.e’j = Xi.rji.e’j = X’j.aij .6.
Par identification, on obtient les formules de sfanmation :
X = aj.x’ et X =rl X
On remarque que les coefficients des expressiongaites des
composantes etx’ sont identiques a ceux des expressions des veaeurase
e’; ete. On dit que les composantéstx’ sontcontravariantes ou encore que
Ie vecteurX de l'espace vectorieE, est contravariant. Les indices de ses
composantes sont en position supérieure.
Sous la forme matricielle :
X=@)X)=E)x")=E)RK)=(E)AK") soit:
(<) = A.(xY) et x) =R.(X)
ou, les matrices colonneg § et (x ) étant notéeX etX’ :

X=AX et X =R.X.

Il est possible de déduire des formules de chaagemie coordonnées
précédentes les relations entre les élénmeeats des matrices de passage :

X =a.x =aiJ MX. Sik#i, il fauta.r = 0 et sk =i, il fauta.r, =
c'est-a-dire quelj.r’, = J'y, le symbole de Kronecker ; de la méme fagon :

x1 = X = r.d\x™* qui impose’;.ay = Jy .
Avec les matrices, on retrouve :

X=A.X"=A.R.X ce quiimpose : A.R=1la matrice unité, ou :
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X' =R.X=R.A.X qui implique :R.A=1.

R étant la matrice inverse de sa transposée est la matrice conjuguée de
A, notée A : R=YAY) = A

En ne considérant que les matricesonnes les relations entre les
vecteurs des bases et les formules de changemeobddonnées peuvent donc
s’écrire :

) ="Ak) et ) =Ak))
et -

Formes linéaires

On appelldorme linéaire surk,, une application linéairedeE,, dans R.
A tout vecteuiX [ E,, on fait correspondre le nomd({X) [I R tel que :

(X +Y)=1(X) +I(Y) et
l(a.X) =a.l(X) OalOR.

Espace dual

Dans I'ensembl&, des formes linéaird¢X) = x.I(e), adoptons les deux
lois de composition suivantes :

11(X) +15(X) =X [11(&) +12(8) ] = X.I{8) =1(X) et
al(X) =X [ al(e) ] =X Iy(e) = I,(X).

E, constitue alors un espace vectoriel appsfgace duateE,.

Considérons les formes linéaires qui, dans la base choisie, ontr po
valeur :

I'(X) =X.

En notanti(e) =% la forme linéaire s’écrit(X) = x.I'(X).
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Cette relation est valable X ; on en déduit que toute forme linéaire peut,
d'une maniere et d’'une seule, étre mise sous lmdod’'une combinaison
linéaire des formesl'.

Autrement dit, le systéme desformes!' linéairement indépendantes,
constitue une base &', qui a la dimension et que nous noterons*() ou plus
simplement €).

Cette base est diduale de la base€q). Les vecteurs d&, s'écrivent
donc:

| = X* = Xi.ei.
Sous la forme matriciellel := X™ = (x,).(€"),
(x,) étant une matrice ligne &) une matrice colonne.

Remarque: il convient de bien distingué¢X) qui est un nombre réel, de
| qui est un vecteur, élément Bg.

Changements de bases et espace dual

A toute base €) de E,, nous avons fait correspondre d’'une maniére
canonigue une base duadd.(

Si I'on effectue suE, le changement de base étudié plus haut :
e=a.e ou g=r.e; avec,r =0

on effectue simultanément da¢* le changement de base défini par les formules
de changement des composanteX de

X)) =xT=r.X=r.I" et
I'X) =x =a;.x?=a.I"

Ou encore, les vecteurs de besse transforment selon les relations :

iy

e et d =a.¢’

Dans ce changement de base, les composantes dernte | se
transforment selon les formules :
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X =l(e) =1(a}.e) = al(e) = a.x ou
X = |(G) = I(r’i.e’j) = r'i.l(e’j) = r’i.x’j .

Elles se transforment donc comme les basds,.de

On remarque que les coefficients des expression8aites des
composantes; etx’; sont identiques a ceux des expressions des vedeulrase
€ ete’. On dit que les composanteset x’; sontcovariantesou encore que le
vecteurX* de I'espace dudt,* estcovariant. Les indices de ses composantes
sont en position inférieure.

En ne considérant que les matricefonnes sous la forme matricielle, les
relations précédentes s’écrivent :

(€ =A"E) et €)=AE)

(x;) ="Alle) ='A(x) et &) = Ald(ey) = Ax)),

ou, les matrices colonnes’j() et () des composantes des vecteurs de I'espace
dual étant notées*’ et X* :

X" ="'AX et X* = AX*|.

Interprétation de A. En transposant la relation entre’) et €) on
obtient la relation entre les matrices lige€) et €') :

(e”) = €)(A") = €)-A).

La matriceA, conjuguée dé, exprime la base conjuguée de la deuxiéme
base en fonction de la base conjuguée de la premése, ce qui est conforme a
la relation entreX* etX*'.

Tableau récapitulatif des formules de changement @gebases et des
coordonnees

(e}) ='A(e) (e) =A(e})

X' =ALX X=AX
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(eh) = AL (e") () =A.(eh)

*

X' ='AX X* = A X*

Bidualité

Si I'on considére le dud, deE,, les formules de changement de base
deviennent :

err | =a.e**, et et =rl.e* |,

les mémes que celles que I'on a établies pRuUCe qui nous améne a confondre
les espacel**, etE,.

Formes bilinéaires

On appellgorme bilinéaire sur 'ensemble produ,xE, ou carré dé&,
une application bilinéaire d&? dans R.

A tout couple ordonné de deux vecte¥rstY O E,, on fait correspondre
le nombreb(X,Y) OR, tel que :

* b(Xl + XZ,Y) = b(Xl,Y) + b(XZ,Y) et
*pb(a.X) =a.b(X) OalR.

b est, de la méme facon, linéaire par rappoft a
b(X,X) etb(Y,Y) sont des formes quadratiques Bgir

Représentation de la forme bilinéaire

Soientx ety les composantes des vecteMr&tY par rapport & la base
(e). X etY s’écrivent :

X=xXeg et Y=ye.
Il résulte alors des propriétés de linéarité que :

b(X,Y) =X.y.b(e,g). b(e,g) étant notd;, il vient :
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b(X,Y) =t;.X.y.
»  Enreprésentation matricielle, la forme bilinéaitécrit :
b(X,Y) =tX.TiJ-Ca.Y, lesX et Y étant les matrices
colonnes des coordonnéesXletY et Tjc, la matrice carrée r n des éléments

tij .

L ’espace des formes bilinéaires

On définit trés facilement la somme de deux forimdiaéairesb, eth; :
c’est la fonction qui, a tout couple de vectexrstY, associe le nombre

S(X,Y) = by (X,Y) + by(X,Y).

De méme, le produit d’'une forme bilinéalsgar un nombre réel est la
fonction qui, a tout couple de vecteXsY, associe le nombieb(X,Y).

Avec ces opérations, on donne ainsi a I'ensembdefaienes bilinéaires
surE,XE, une structure d’espace vectoriel que I'on appaiteluit tensoriel de
E.* par lu-méme et que I'on nokg* LIE,*.

En partant deE,*, on définit de la méme facon le produit tensoriel
E.UE..

Considérons les’rformes bilinéaires qui, dans la base choisieEsuont
pour valeur :

bI(X,Y)=X.y. Laformeb s'écrit alors :

b(X,Y) = t;.X.y = t;.b'(X,Y). Cette relation étant valakleX et

b= tij.bij.

Toute forme bilinéaire peut, d'une maniere et d’saale, étre mise sous
la forme d’'une combinaison linéaire de?s‘mrmesb”. Autrement dit, le systéme
desb’ constitue une base, not@#) ou ("), deE, OE, . C'est la base associée
a la base choisie daks. Lest; sont les Flcomposantes de la forme bilinéaire.
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Remarque: il convient de bien distinguds(X,Y) qui est un nombre
réel, deb qui est un élément de I'espace produit tensoEgllE,, de
composante sur la baset{!) et qui s’écrit b =t;.b".

Récapitulatif relatif & E* etE, OE,

Avant d’aborder la définition des tenseurs, ilgdautile de revenir sur la
double signification de chacun des deux ensenthestE, OE, .

L'espace dualE,* deE, :

»  C'est 'ensemble deformes linéaires sur E, : I(X) = x.I(g). Ces
formes peuvent également s’écrire, avec dans kadiassie ¢) deE,, I'(X) =X
etl(e) =x : 1(X) =x.I'(X).

Cet ensemble est doté d’une structure d’espacenecte systéme des|n
formesl' linéairement indépendantes, constituant une ffase

> mais c’est aussi I'ensemble deecteurs covariants| ou X*
attachés aux formegX). Le systeme des n vectellrs €, attachés aux formd's
constituant une base’YdeE,* etlesx étant les composantes du vect&tirpar
rapport & cette base, &8 s'écrivent 1 =X = (x;).(€").

Attention :1(X) est un nombre étest un vecteur de,*.
L’espace produit tensorielE, OE, :

> c'est 'ensemble dedormes bilinéaires sur E\XE, doté d'une
structure d'espace vectoriel. Ces formes bilingaibéX,Y) = x.y.b(e,e)
peuvent également s’écrire, avec dans la baseieleisde E,, b(e,g) = t; et
B'(X,Y) =Xy :  b(X,Y) =t;.b'(X,Y), le systtme des formesby; linéairement
indépendantes, constituant une bigg;

> mais c’est aussi I'ensemble descteurs b attachés aux formes
bilinéairesb(X,Y) et qui s’écrivent b =t;.b", lest; étant les composantes ke
par rapport a la base'| et le systtme des mecteursh’, attachés aux formes
b?, constituant une base.

Attention :b(X,Y) est un nombre réel btest un vecteur dg, OE, .

Tenseurs du second ordre deux fois covariants
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Les formes bilinéaires que nous venons de défomit appeléetenseurs
du second ordre deux fois covariantsCes tenseurs appartiennent a I'espace
produit tensoriekE, OE, .

Nous savons que la valeur de la forme bilinéairen un pointX,Y de
E.xE, est égale & (X,Y) =t;.b'(X,Y).

Les coefficientst; de la formeb s’appellentcomposantes du tenseur
dans la base choisie.

Cas particulier produit tensoriel de deux vecteurs covariants
Considérons deux formes linéaires (ou vecteursra@va) définies par :
X' =l=xl/ et Y ==yl
En (X,Y) deEy : [1(X) =x.1{/'(X) et 1Y) =yl (Y).
Le produit :
11(X)120Y) =%.y;11'(X).12(Y)

définit une forme bilinéaire, c’est-a-dire un temseroduit tensoriel des deux
vecteurs covariants etl..

Ce tenseur s’écrit :
X'OY" =1,01, = x.y;.l{/ 0I5,

Les 1f produits tensorield,'0l;) sont les éléments de la base dans
E, OE, . Les composantes dll, sont les Anombress.y,.

Inversement, tous les éléments BeOE, ne sont pas forcément les
produits tensoriels de deux vecteurs covariants.

Remarque: il faut & nouveau insister sur la significatua

11 1,(X,Y) =11(X).1x(Y) qui est un nombre réel et sur celleldél, qui est
un tenseur, élément @& OE, et produit tensoriel de parl,.

Propriétés du produit tensoriel
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Les propriétés des formes linéaires conférent adyir tensoriel les deux
propriétés de :

distributivité par rapport aux additions vectorielles :

X'OY 1 +Y)=X0OY,+X0OY,
(X*, + X*)OY* = X,0Y +X,0Y et

associativitérelative a la loi externe :
aX 0OY =X*Oa Y =a.(X'0Y) OX .Y OE, eta0R.

Nous venons de voir également quellbetlz étant les vecteurs de deux
bases quelconques ge*, les 17 produits tensoriell'0l,) sont les éléments de
la base dang, OE, .

Nous retrouvons la les trois propriétés utiliséas qertains auteurs pour
introduire et définir le produit tensoriel.

Tenseurs deux fois covariants et changements de bas

A la suite du changement de base d&ps (e) — (e'}), en tout point
(X,Y) deE.?, on doit avoir I'égalité numérique :

b(X,Y) =t;. Xy =t X"y, Or :

X =ax® et y=a.y*. BYE

tj.a X aLy! =t g x y" et ty=ad.t
Inversement :

tj = ri.ri.ty.

»  Enreprésentation matricielle, sachant que
X=AX,Y =AY, X =R.XetY =R,
b(X,Y) ='X.Tjca.Y = X.'ATjca ALY’ =

b(X’,Y’) =X'.Tj'ca Y’ = X'R.Tj’ caR.Y,
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d’ou I'on tire :
Tu Ca— AleCaA et TIJCa tR ij CaR A ij CaAl-

Ce genre de formules de changements de coordoanéedes matrices
carrées de dimensions<m telles queTjc,, ne concerne que les tenseurs du
deuxieme ordre dont les composartt]espwst. out’ que nous rencontrerons
plus loin) peuvent étre regroupées dans un tabdedonné de n lignes et n
colonnes.

»  Avec le produit de KRONECKER ou tensoriel de deux matrices

A = () étant la matrice de passage d’'une base & unedarisel’espace
vectoriel E, , le produit tensoriel de deux matrices identigadsque I'on note
A/[JA, est une matrice carrée a n lignes et n colonoastwite de la maniére
suivante :

ayx@) .. ax(d)
ALA = : a, x(a)) :
anlx(aj|) annx(aj|)

On multiplie chacun des élémerdsde la deuxiéme matrice par chacun
des élémentsd, de la premiére matrice. Ce produit d&RANECKER peut
s'écrire :

ALJA = (aik a!|) = (Cijk|) avec :Cijk| = aik.aj|.

Ses éléments sont égaux aux coefficients des fesnue changements de
coordonnées établies précédemmeh = a\.a, i

La matriceA//A permet donc d’exprimer, lors d’'un changement deeba
dans E,, les nouveaux coefficients d’'une forme bilinéage fonction des
anciens.

De la méme fagorR étant la matrice inverse o le produit tensoriel
R/R peut s’écrire :

R/R= (rki.r'j) = (dklij) avec :dklij = rki.r'j.
On constate ainsi que la matriRé&/R = A*/JA™ permet d’exprimer, lors

d’'un changement de base d&psles anciens coefficients d’une forme bilinéaire
en fonction des nouveaux, puisqug= rf.ri.t'y.
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Mais pour écrire simplement les formules de chareggs de coordonnées
avec les produits de RONECKER il nous faut considérer la forme bilinéaire,
non pas sous la forme d’'un tenseur de I'esfiag&, représenté par un tableau
carré tel qudy deéfini précédemment, mais sous la forme d’'un gé@metrique
de I'espaces, et & A composantes obéissant aux formules de transfamatie
I'on vient juste de rappeler et représenté parmagice ligneZ;. ou colonne
Tic-

»  Pour illustrer facilement notre démarche, nous rglaserons dans
un espace a trois dimensidas Les matrices\ etA/J/A s’écrivent alors :

all alz als al1-(aj|) alz(d|) &S(al)
(@)=|a% &, & | et AOA=|&.(d,) &,.(4) 4&.(4)] ou plus
ay a, ay a’.(d) &,(d) a,.(4)
précisément :

aj.a, a.a, a.a, da,d da,a .. d d & 4
_|aveh apd, d.d, dd a&d .. &d & &

a’.a) a.a, a.a, a,a 4a,a .. a,a, a,

Une forme bilinéaire a*omposantes dars, peut étre représentée par
exemple, par la matrice |Ign‘§,L . (t]_]_ tiotis o oo stz tao t33).

Le produit (de la forme « licol ») des deux matsicg etA/L/A donne, de

toute évidence, la matrice ligin§’. dont les éléments sont les composantes de
la forme bilinéaire par rapport a la nouvelle base

‘7”, L — ‘7ijL ALJA.

En transposant et en admettant §aé/A) = ‘A//A, on obtient la méme
relation entre les matrices colonnes représerddotrine bilinéaire :

‘fij,C = tADtA‘f”C

Enfin, les formules analogues exprimant les am@encomposantes en
fonction des nouvelles s’écrivent :

~

Fic =AOAFy ¢ et Ty, = Ty L ATORY,
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» Les relations précédentes entre les composante$a derme
bilinéaire dans les ancienne et nouvelle bases\siables, bien sdr, pour les

valeurs de n>3. Il est donc possible d’afficher le

Tableau récapitulatif pour les tenseurs deux foisavariants

Tij'ca= tA-TijCa-A Tijca = A. ij,Ca-A-l
Ji'L = i ALA .fij’(::tADtA.fijc
T =y LATONY Fic =AOA.F; ¢

Tenseurs du second ordre deux fois contravariants

A tout couple de vecteurs de I'espace dgil X* = x.€ etY* =y,.€ par
exemple, on peut associer une forme bilinéair&Es e, :

b(X*,Y*) =x.y;.b(€ &) = t'x.y;.

Cette forme définit untenseur du second ordre contravariantqui
appartient a I'espace produit tensoBgllE,.

Les formules de changements de composantes soédiates :
v =it ou t' = ald.t
»  Enreprésentation matricielle, sachant que

X* = AX¥, Y*= AY*, X = 'AX*etY* = 'A.Y* les matricesc*, X*’,
Y* etY* étant les matricesolonnesdes composantes des vectexirset Y*,

b(X*,Y*) = X* Tl Y* = 'X* AL T ALY =
bOX* Y* ) = X* TV . Y = X AT ALY,

avecT'c, et TV ¢, les tableaux carrés des composantes de la fotinédiie.
D’ou I'on tire :

Tij,Ca = A-lTU Ca-A et TU ca— A-Tij,ca'tA!
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formules utilisables uniqguement avec les représentcarrées des tenseurs du
2°™ordre.

» Comme pour les tenseurs deux fois covariants, rmus/ons
exploiter les propriétés du produit dRBNECKER C’est ainsi que les éléments
de la matriceA/JA sont égaux aux coefficients des formules qui exent les
anciennes composantes de la forme bilinéaire ectitondes nouvelles. D’ou,

les relations entre les matrices colono@d. et 7 "' représentant le tenseur
deux fois contravariant :

Tle=AOAT"V .

On obtient, en transposant, une relation analoguee des matrices
lignes :

=" ADA.
On montrerait de méme, que :
TVe=A"ONNT e et TV = ALA.
Doy, le:

Tableau récapitulatif pour les tenseurs deux foisantravariants

Tij,Ca = A-l-Tij Ca-A Tij Ca— A-Tij,Ca-tA
T =7 AOA TV =ATON T
T =7 ACA Tl =AOATV

Tenseurs mixtes du second ordre

De la méme facon, a tout couple de vecteln, et Y*E* on peut
associer une forme bilinéaire $EpyxE, :

b (X,Y*) =X.y,.b (e,€) = t!.X.y,

élément d’un espace vectorigl, OE, , & if dimensions. Elle définit utenseur
mixte du second ordre
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Les formules de changements de composantes sauilantes :
A N T i— ko4 g |
t' —ak.rjti ou t'=r i.d..tk
> Le tableau carréxm représentant ce tenseur mixtd Gera noté

T!ca. On démontre, de la méme fagon que pour les tenseux fois covariants
et contravariants, les formules suivantes :

T ca='AT A et Tlea= AT c.'A ou encore,
entre les matrices colonnes :

TV ="AOAY.Tc et Tle=AOA.T{ ¢,

les relations entre les matrices lignes s’en dédtismmédiatement en
transposant.

> Mais on peut aussi considérer la forme bilinéaime B.* xE,
associée au couple de vectedislE* etYE, :

b (X*.,Y) =x.yY.b (€)= t|.x.y,

élément d’'un espace vectori&,[JE.* , a if dimensions. Elle définit elle aussi
un nouveauenseur mixte du second ordre

Les formules de changements de composantes smuilantes :
t k| = rki.d|'tij ou tij = aik.r'j.t’k|.
»  Le tableau carré»m représentant ce tenseur mlxt@ Gera noté
T'JCa On démontre, de la méme facon que pour les temsleux fois covariants
et contravariants, les formules suivantes :
T ca= AL TicaA et Tica = AT} ca A' 0u encore,
entre les matrices colonnes :
TV c=ATOAT et Tc=AOATY ¢,

les relations entre les matrices lignes s’en déduismmédiatement en
transposant.

C. TERRIEN
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D'ou, le :

Tableau récapitulatif pour les tenseurs mixtes duecond ordre

T ca='"ATlcaA Tloa= AT ca'A
T e="AORY.Tc Tle=AOA.T ¢
T ca= AL TicaA Tica= AT ca A'
T c=AIAT Tic=AORT

Tenseurs d’ordre supérieur au second

‘Considérons p vecteuks, Y*, Z ... soit dansk, soit dans I'espace dual
E.*. A ce groupe de vecteurs, on peut associer un rongelf(X, Y*, Z ...)
qui soit une fonction linéaire séparémentder*, Z ... Ce nombre définit une
forme multilinéaire sur 'ensemble produl,xE.* XE, x ...

C’est un élément de I'espace vectoriel’adimensions, produit tensoriel
de p espaceg, ou E,* : E;*UOE,LE*... Par définition, c’est unienseur
affine d’ordre p attaché a I'espace vectorts).

Exemple: un tenseur d’ordre 4, a partir HeetZOE, et Y* et V*E.*.

fX, Y*, Z, V¥ )= Xy .22y (e & e e ¥ th Xy 27y .

Ce tenseur est deux fois contravariant et deuxcmisiriant.

Les composantes se transforment, par changemebhasks suivant les
formules :

) =an i de et et ) l=ralrvalt il

et sous la forme des matrices colonnes :

h I

gh 2 ='ADATO A0 ARG D T2 et gk =A0DADADAg" >

La généralisation a tous les ordres est immédiate.

C. TERRIEN
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Remarque: un vecteur peut étre considéré comme un tertiepremier
ordre, un scalaire comme un tenseur d’ordre zéro.

Nous renvoyons le lecteur intéressé aux ouvragasases, pour I'étude

des critéres de tensorialité, des opérations surtdaseurs (somme, produit,
contraction) et des tenseurs symeétrigues.

DEUXIEME PARTIE : algébre des tenseurs euclidiens

En préparation.
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